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We establish approximation properties by algebraic points, of points in projective
spaces of dimension 3. We introduced this kind of properties in a previous text
where it was shown how they can be used to prove algebraic independence results.
In dimension one, a finer approximation property has been developped by D. Roy
and M. Waldschmidt then M. Laurent and D. Roy, for similar purposes. The essen-
tial tool which enables us to reach dimension three is a refined effective lower
bound for the Hilbert function of a prime ideal.  2000 Academic Press
Les de monstrations des crite res pour l’inde pendance alge brique s’appuient
sur une descente de la dimension par adjonction de polyno^mes fournis, dans
la pratique, par les me thodes de transcendance. Cette descente peut se de com-
poser en une descente a la dimension ze ro et un dernier pas (correspondant
au pas du crite re original de Gelfond). Il appara@^t que, contrairement au
dernier pas, la descente a la dimension ze ro peut se faire inde pendamment
des me thodes de transcendance. Plus pre cise ment, cela revient a de terminer
l’ordre minimal d’approximation par des points alge briques, d’un point
quelconque d’un espace projectif (ou plus ge ne ralement d’une varie te
alge brique de finie sur Q ). Cette approche est pre sente e et de veloppe e dans
[19] ou est e tablie une proprie te d’approximation pour les points du plan
projectif que nous nous proposons d’e tendre aux points des varie te s de
dimensions 3 dans le pre sent texte. En particulier, les re sultats de montre s
ici sont les outils permettant de de montrer l’inde pendance alge brique des
nombres ?, e? et 1(14) dans [19], et de donner une mesure d’inde pendance
alge brique des nombres ? et 1(14) dans [20], via l’approche me thodique
de [19].
Dans le cas de dimension 1 ce type de proble me a de ja e te e tudie et on
dispose de re sultats beaucoup plus pre cis que ceux e tablis ici (voir [23,
chap. 8.3] ou [10] par exemple). Egalement en dimension 1, D. Roy et
M. Waldschmidt ([21, 22]) e tablissent une proprie te d’approximation de
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nature diffe rente des pre ce dentes (voir remarque apre s le the ore me 2 ci-
dessous), tandis que M. Laurent et D. Roy ([13, 14]) et G. Diaz [9]
obtiennent des re sultats voisins du the ore me 2 ci-dessous, mais avec de
meilleurs constantes nume riques. M. Laurent et D. Roy [15] ont re cemment
obtenus un re sultat d’approximation pour une distance ensembliste en
codimension 1. Enfin, l’approximation par des points de finis sur un corps
de nombres fixe est e tudie e dans [7], ce type d’approximation devrait
quant a lui permettre d’e tablir des re sultats d’inde pendance line aire.
Concre tement, nous nous proposons de re pondre au proble me 11 de
[19] en petites codimensions (i.e. 3), et d’affiner la proposition 10 de
cette re fe rence. Nous e tablissons e galement un lemme de transfert entre
mesure d’approximation et mesure d’inde pendance alge brique de points de
P2(C), utilise dans [20].
Ainsi, les the ore mes de la section 1 ci-dessous permettent de de montrer
l’inde pendance alge brique de trois ou quatre nombres lorsqu’ils sont
combine s avec les the ore mes 1 ou 2 de [19] respectivement.
L’outil crucial qui nous permet d’atteindre la codimension 3 est une minora-
tion de fonction de Hilbert (ge ome trique) qu’on trouvera au section 2. On
notera que cette minoration n’est pas suffisante pour e tendre nos re sultats
en codimension >3. En codimension 2, les raffinements par rapport a
[19] viennent de l’utilisation du the ore me de Minkowski a la place du
principe des tiroirs et d’une majoration assez pre cise de fonction de Hilbert
(arithme tique), qu’on trouvera a la section 3.
1. NOTATIONS ET RE SULTATS
Soit Z une sous-varie te projective de Pn de dimension d, de finie sur Q,
on note d(Z) son degre et h(Z) sa hauteur, telle que de finie dans [18-III].
Si g # Z[u(1), ..., u(d+1)] est une forme e liminante (d’indice (1, ..., 1)) de Z
de contenu 1, on a d(Z)=d%g(d+1) et h(Z)=m(g) la mesure locale m
e tant donne e par
m(g)=|
Sn+1(1) d+1
log | g(u(1), ..., u (d+1))|
_d_n(u(1)) 7 } } } 7 d_n(u(d+1))+d%g } :
n
i=1
1
2i
ou d%g de signe le degre total de g. On a h(Z)0.
Si x=(x0 : } } } : xn) # Pn(C) satisfait &x&=1, & }& de signant la norme
euclidienne, on pose Dist(x, Z) :=m(dx g)m(g) ou dx : Z[u(1), ..., u(d+1)]
 Z[s(1), ..., s(d+1)] est l’ope rateur de fini par dx(u (i)j )=
n
k=0 s
(i)
j, kxk , avec
s(i)j, k+s
(i)
k, j=0 pour tous i, j, k (voir [11]).
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On appelle cycle (effectif ) de Pn(C) toute somme formelle a coefficients
entiers 0 de sous-varie te s de Pn(C). On e tend les fonctions d( } ), t( } ) et
log Dist(x, } ) aux cycles par line arite . Soit V une sous-varie te projective de
Pn (de finie sur Q), nous dirons qu’un cycle Z de dimension d<dim(V) est
re cursivement de fini dans V (sur Q) par des formes de degre s $1 , ..., $dim(V)&d
si Z est composante isole e du cycle intersection d’un cycle de dimension
d+1 re cursivement de fini dans V (sur Q) par des formes de degre s
$1 , ..., $dim(V)&d&1 (ou de V si d+1=dim(V)), et d’une hypersurface de
degre $dim(V)&d (de finie sur Q).
The ore me 1. Soit n # N*, cn=2n+4n! et x # Pn(C), alors pour tous entiers
max(0, n&3)dn, H1 et 2(4cn)n&d+1, il existe un cycle Z de dimension
d, irre ductible et re cursivement de fini sur Q par des formes de degre s 2n&d2
satisfaisant d(Z)(cn 2)n&d, h(Z)n log(n+1) cn&dn (H+2) 2
n&d&1 et
log Dist(x, Z)&(4cn)d&n } (h(Z) 2+d(Z)(H+log(2+1))) 2d.
Lorsque n2 et d=0 nous de duisons le re sultat plus fort suivant
(proble me 11.b de [19]). Si : # Pn(Q ) nous notons h(:) la hauteur du
point :, on a Dist(x, :)=&x 7 :&&x& }&:& et h(:)=v ([Q(:)v : Qv]
[Q(:) : Q]) } log &:&v ou la somme porte sur toutes les places du corps
Q(:) et &:&v=max0in |:i | v si v est finie et =(ni=0 |: i |
2
v )
12 si v est
infinie. En particulier, si n=1 et :0=1 on a h(:)log M(:1) ou M(:1)
de signe la mesure de :1 # Q et pour n quelconque si x0=:0=1 on a:
Dist(x, :)
(ni=1 |xi&:i |
2)12
(1+ni=1 |xi |
2)12 } (1+ni=1 |:i |
2)12
.
The ore me 2. Dans les notations du the ore me 1 supposons n # [1, 2], alors
pour tous entiers 2(4cn)2n+1, Hn(16cn)n+1 log(2n&12+1) il existe
: # Pn (Q ) satisfaisant [Q(:) : Q] } h(:)  n log(n + 1) cnn (H + 2) 2
n&1,
[Q(:) : Q](cn2)n et
log Dist(x, :)&(4cn)&2(n+1)
2
} [Q(:): Q] } (h(:) } 2+H).
De plus, si x  Pn(Q ), 2(t)(4cn)2n+1, H(t)n(16cn)n+1 log(2n&12(t)+1)
sont deux fonctions d’un parame tre entier t # N, 2(t)t et H(t)t croissantes,
alors pour une infinite de t il existe :(t) # Pn(Q ) satisfaisant
H(t&1) 2(t&1)n<[Q(:(t)) : Q] } (h(:(t)) 2(t)+H(t))
H(t) 2(t)n
log Dist(x, :(t))&(4cn)&2(n+1)
2
} [Q(:(t)) : Q] } (h(:(t))2(t)+H(t)).
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On comparera a [21], the ore me 1.1 lorsque n=1 et conjecture 1.7 pour
n>1, ou il est demande un contro^le diffe rent de la hauteur et du degre .
Plus pre cise ment, le the ore me 1.1 de [21] peut s’e noncer: pour tout re el h
assez grand il existe une infinite d’entiers D1 et de nombres alge briques
: tels que [Q(:) : Q]=D, h(:)h et log Dist(x, :)10&7 } h } D2. En
codimension 1 (d=n&1), M. Laurent et D. Roy [15] raffinent notre
the ore me 1 ci-dessus en remplac ant essentiellement la quantite Dist(x, Z)
par minz # Z Dist(x, z). Ces re sultats ne se de duisent pas des no^tres. En
revanche, toujours dans le cas n=1 notre the ore me 2 redonne (aux constantes
pre s) un re cent re sultat de G. Diaz [9]. D’un point de vue nume rique on
notera que c1=32, c2=128, c3=768, ...
Nous de duisons du the ore me 1 une proprie te d’approximation de points
sur une varie te projective.
The ore me 3. Soit x # Pn(C) appartenant une sous-varie te projective V/
Pn(C) de dimension k # [0, 1, 2, 3], de finie sur Q. Alors, pour tous entiers
22(4ck)k+1, H2. ((h(V)d(V))+3n log(n+2)) il existe un cycle irre duc-
tible Z de dimension 0, re cursivement de fini dans V sur Q par des formes de
degre s 2k2 et satisfaisant
d(Z)d(V) } (ck 2)k
h(Z)5n log(n+2) ckk } d(V) } H2
k&1
log Dist(x, Z)&
1
4(4ck)k+1
}
h(Z) 2+d(Z) H
d(V)
.
On a encore le lemme de transfert suivant, utilise dans [20]. On y
de signe par L(P) la longueur de P # Z[X0 , X1 , X2].
The ore me 4. Soit x # P2(C), si une forme P # Z[X0 , X1 , X2] satisfait
log \ |P(x)|&x&d%P+&b4 } (log L(P)+d%P } log(b } d%P)) } (d%P)2
avec b223, alors il existe : # P2(Q ) tel que P(:)=0 et
log Dist(x, :)&2&163 } b } (h(:)+log([Q(:) : Q])) } [Q(:) : Q]32.
Dans [8, chapitre 4, p. 180], G. V. Choodnovsky e nonce un lemme de
transfert du me^me type (lemma 1.8). Dans les notations du the ore me 4 ci-
dessus posons t(P) :=log L(P)+d%P et t(:) :=(h(:)+1)[Q(:): Q]. Nous
monterons encore a la section 4.b que, si |P(x)|&x&d%Pexp(&bt(P)+) pour
des re els b>0, +3 et t(P) assez grand, alors il existe : # P2(Q ) satisfai-
sant P(:)=0 et Dist(x, :)exp(&2&172b1++1t(:)2+++1). En particulier, si
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l’hypothe se peut e^tre satisfaite avec + arbitrairement grand (par exemple si
x0=1 et les nombres x1 , x2 sont alge briquement de pendants sur un corps
engendre par des nombres de Liouville) notre exposant 2+++1 tend
vers 2 comme il se doit. Ceci corrige l’exposant +2 propose par G. V.
Choodnovsky, qui est e videmment faux. Dans l’autre sens, il re sulte du
corollaire 8 de la section 3 ci-apre s que, si : # P2(Q ) satisfait Dist(x, :)
exp(&b } t(:)+2) pour des re els b>0, +3 et t(:) assez grand, alors il
existe P # Z[X0 , X1 , X2] s’annulant en : tel que t(P)c1 t(:)12, et satisfaisant
donc |P(x)|&x&d%Pexp(&(bc2) t(P)+). On voit donc qu’il y a e quivalence
entre mesures d’inde pendance alge brique et mesures d’approximation pre cise -
ment lorsque celles-ci sont optimales (i.e. +=3 dans les notations ci-dessus).
Les de monstrations des the ore mes 1, 2, 3 et 4 sont donne es a la
section 4.
2. ESTIMATIONS DE LA FONCTION DE HILBERT
GE OME TRIQUE
Soit K un corps commutatif, A=K[X0 , ..., Xn] et I un ide al homoge ne
pur de rang r # [1, ..., n] de A. Si $ # N nous notons I$ le K-espace vectoriel
des e le ments homoge nes de degre $ de I, on pose Hg(I; $)=dimK (AI )$ la
fonction de Hilbert (ge ome trique) et d(I ) le degre de I.
Si I est un ide al de A on note AI l’anneau localise S &1A pour l’ensemble
multiplicatif S=A"p # Ass(I ) p.
The ore me 5. Soit I un ide al de rang r. Si I est suppose premier on a
Hg(I; $)d(I ) \$+n&rn&r + .
Si I contient une suite q1 , ..., qr de formes de degre s respectifs $1 , ..., $r ,
re gulie re dans AI , alors, pour $>D :=$1+ } } } +$r&r, on a
Hg(I; $)d(I ) \$&D+n&rn&r + .
De monstration. La premie re partie est conse quence d’un the ore me de
M. Chardin [5] (voir aussi [16]). Et la seconde est une conse quence de la
proposition 4 de [6], vu que (q1 , ..., qr) AI & A/I est alors (D, J)-parfait,
pour un ide al J convenable, d’apre s les propositions 1 et 2 de [6]. K
Remarque. On notera que pour tout ide al premier p on peut satisfaire
la condition dans l’e nonce du the ore me 5 avec $1= } } } =$r=d(p).
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Corollaire 6. Soient I un ide al premier de rang rn de A et 0=$0<
$1 } } } $r<$r+1 := la suite des entiers minimaux tels que I$i contienne
une suite de longueur i re gulie re dans AI , alors pour $1+ } } } +$i&i<$<
$i+1 on a:
Hg(I; $)
d(I )
$ i+1 } } } $r
} \$&$1& } } } &$i+nn&i + .
De plus, pour tout $ # N on a:
Hg(I; (r+1) $)d(I ) $n&r }
min0ir($r&i$ i+1 } } } $r)
2n(r+1)n !
.
De monstration. De montrons la premie re ine galite , si $i=$i+1 il n’y a
rien a prouver et si i=r la minoration suit du the ore me 5, supposons donc
i<r et $i<$i+1 . Remarquons que si pour i<r on a une suite q1 , ..., q i # I
re gulie re dans AI , alors I$i+1 n’est contenu dans aucun premier associe a
l’ide al (q1 , ..., qi) AI et il existe q i+1 # I$i+1 tel que q1 , ..., qi+1 soit une suite
re gulie re dans AI . Par induction il existe donc une suite q1 , ..., qr , re gulie re
dans AI , telle que d%q j$j . Par la minimalite de $i+1 l’ide al engendre dans
AI par les e le ments de I$i+1&1 est de rang i, soit p un de ses premiers
associe s de rang i. On a p$ #I$ pour $<$i+1 et I#p & A#(q1 , ..., qi)
donc, d’apre s le the ore me 5,
Hg(I; $)Hg(p & A; $)d(p & A) } \$&$1& } } } &$i+nn&i +
pour $i+1>$>$1+ } } } +$ i&i. Mais I est un premier minimal de rang r
associe a (p & A, qi+1 , ..., qr), on a donc par le the ore me de Be zout d(I )
d(p & A) } $i+1 } } } $r (voir par exemple [18-III], the ore me 6), d’ou la
premie re minoration.
Soit maintenant $ # N, 0i0r le plus grand indice tel que $1+ } } } +
$i0+2$2
r+1 et i0< j0r+1 le plus petit indice tel que $j0>$. On ne
peut avoir $i+1$1+ } } } +$i+2&r&1$+2 pour tous les i0i< j0 car
sinon on ve rifie $i+12 i&i0 } ($1+ } } } +$i0+2
&r&1 } $+2) par re currence
sur i=i0 , ..., j0&1 en e crivant
$i+1 ($1+ } } } +$i0+2
&r&1 } $+2)+($i0+1+ } } } +$i)
($1+ } } } +$i0+2
&r&1 } $+2) } \1+ :
i&1
j=i0
2 j&i0+
2i&i0 } ($1+ } } } +$i0+2
&r&1 } $+2)
$,
239APPROXIMATIONS ALGE BRIQUES
ce qui est en contradiction avec le choix de j0 ( j0&i0r+1). Il existe donc
i0  i < j0 tel que $1 + } } } + $i + 2&r & 1$ + 2 < $ i + 1 , on pose $$ =
min($i+1&1; (r+1) $). Ainsi $i+1>$$>$1+ } } } +$i&i+2&r&1$+1
$1+ } } } +$i&i et $$(r+1) $. On a donc d’apre s la premie re partie du
corollaire
Hg(I; (r+1) $)Hg(I; $$)

d(I )
$i+1 } } } $r
} \$$&$1& } } } &$i+nn&i +

d(I )
$i+1 } } } $r
}
(2&r&1$)n&i
(n&i)!
d(I ) $n&r
$r&i
2(n&i)(r+1)(n&i)! $ i+1 } } } $r
d(I ) $n&r
min0ir($r&i$i+1 } } } $r)
2n(r+1)n !
,
car $$&$1& } } } &$i+i2&r&1$+1. K
3. MAJORATION D’UNE FONCTION DE
HILBERT ARITHME TIQUE
Soit I un ide al homoge ne de A :=Z[X0 , ..., Xn] et $ un entier 1, on
note I$ et A$ les Z-modules forme s des e le ments de degre $ de I et A
respectivement. On pose V$ :=I$ Z R et E$ :=A$ Z R. On munit E$ du
produit scalaire suivant, si p= |*|=$ p* } X* et q= |*|=$ q* } X* alors
(p, q) := :
|*|=$
p*q*<\$*+ ,
et on note | p|2 :=(p, p) . D’un autre co^te , rappelons qu’on note & }& la
norme euclidienne standard sur Rm pour tout entier m1. La fonction de
Hilbert arithme tique de I que nous conside rons ici est la suivante (cf. [12,
section 3])
Ha(I; $) :=log vol(V$ I$)&
dim V$
dim E$
} log vol(E$ A$) # R,
ou les volumes sont calcule s pour la me trique induite par le produit ( } , } ).
On a Hg(I; $)=dimR V =$ , ou V
=
$ de signe l’orthogonal de V$ dans E$ pour
le produit scalaire ci-dessus. Rappelons qu’avec les notations ci-dessus
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vol(E$A$)&2=> |*|=$ ( $*) (cf. [12, proposition 2]) et, si ? de signe la
projection orthogonale de E$ sur l’orthogonal V =$ de V$ , on a
Ha(I; $)=&log vol(V =$ ?(A$))+
dim V =$
dim E$
} log vol(E$ A$).
Soit Z une sous-varie te projective de Pn de dimension r&1, de finie
sur Q, pour $ # N* on note .$ : Pn /PN , N+1=( $+nn ), le plongement
de Veronese remodele de fini par .$(x0 : } } } : xn)=( } } } : ( $*)
12 x* : } } } ),
* # Nn+1, |*|=$. On a (cf. [11, lemme 2.13])
d(.$(Z))=$r&1 } d(Z) et h(.$(Z))=$r } h(Z).
The ore me 7. Soit I un ide al homoge ne premier de rang n+1&rn de
A satisfaisant I & Z=(0) et Z la varie te des ze ros de I dans Pn . Alors, pour
tout entier $1, on a
Ha(I; $)Hg(I; $) } \$ } h(Z)d(Z)+12 } log(Hg(I; $)+1)&
:
|*| =$
log \$*+
2 \$+nn + +
r } h(Z) } \$+r&1r ++
d(Z)
2
} \$+r&1r&1 +
_log \d(Z) } \$+r&1r&1 ++1+ .
Remarque. On ve rifie supx # Z(C)( | p(x)|&x&$)| p| et donc [3, thm. 3.2.5]
(voir aussi [1]) entra@^ne un re sultat du me^me ordre en $ que la majoration
ci-dessus mais plus pre cis asymptotiquement, a savoir
Ha(I; $)h(Z) }
$r
r !
+O($r&1 log $).
L’inte re^t de notre re sultat re side pluto^t dans le fait que notre majoration
est explicite et valable pour tout $1.
De monstration. Notons L=Hg(I; $) et +1 , ..., +L les minimums successifs
(range s par ordre croissant) de ?(A$) pour la boule unite de (V =$ , | } | ). Quitte
a faire une isome trie de (V =$ , | } | ) sur (R
L, & }&), on sait, d’apre s le the ore me
de Minkowski (cf. [23, chap. IV, thm. 1.A] ou [4, chap. 8.4.3., thm. 5]),
log vol(V =$ ?(A$)) :
L
i=1
log +i&log 1 \1+L2+&L } log(2- ?),
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ou 1 de signe la fonction gamma d’Euler. On en de duit
Ha(I; $)& :
L
i=1
log + i+
L
2
} log(L+1)&LM
ou on pose M :=&log vol(E$ A$)dim E$=(12( $+nn )) }  |*|=$ log(
$
*). On
a +1 } } } +L+L1 , nous allons minorer +1 en fonction de la hauteur de Z.
Conside rons une forme p # A$ telle que |?( p)|=+1 , une forme e liminante
f$ de .$(Z) et les spe cialisations * et *$ de A[u] de finies par *(u (r)* ) :=
p* ( $*) et *$(u
(r)
* ) :=?( p)* (
$
*).
Ainsi *$( f$)=*( f$) # Z[u(1), ..., u(r&1)], on de duit de la preuve du corollaire
4 de [18-I, section 2.B],
m(*( f$))&m( f$)=$r&1 } |
Z
log( |?( p)(x)|&x&$) } 0(x) 7 (r&1)
$r&1 } log |?( p)| } d(Z),
ou 0(x) := log &x&&i? est la me trique de FubiniStudy sur Pn(C). On
obtient, compte tenu de m( f$)=h(.$(Z))=$r } h(Z) et m(*( f$))0,
&
h(Z)
d(Z)

m(*( f$))&m( f$)
$r } d(Z)

1
$
} log +1 .
Revenant a notre estimation de Ha(I; $) on re colte
Ha(I; $)&L log +1+
L
2
} log(L+1)&LM
L } \$ } h(Z)d(Z)+
1
2
} log(L+1)&M+ .
D’un autre co^te , il suit de la premie re partie du the ore me 5 (section 2)
que L=Hg(I; $)d(Z) } (($+1) } } } ($+r&1))(r&1)!, ce qui ache ve la
de monstration du the ore me 7 car M= |*|=$ log( $*)2(
$+n
n )0. K
Corollaire 8. Soit I un ide al homoge ne premier de rang n+1&rn
de A satisfaisant I & Z=(0), alors il existe un e le ment P # I satisfaisant
d%P2n(2(h(I )+d(I )))1(n+1&r) et log |P|2nn+3&r } (2(h(I )+d(I)))1(n+1&r).
De monstration. On prend $ = [n ( 2 ( h(I ) + d(I ) ) )1(n+1&r)+1], le
the ore me des minimums successifs de Minkowski (cf. [23, chap. IV,
thm. 1.A] ou [4, chap. 8.4.3, thm. 5]) entra@^ne qu’il existe une forme P # I
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de degre $ satisfaisant log |P|(log vol(V$ I$)+ 12 log(
$+n
n ))(
$+n
n )&
Hg(I; $). Le nume rateur de cette expression est majore par
Ha(I; $)+
1
2
log \$+nn +
$n+1(1+n log($+1)$)
2(r&1)!
d’apre s le the ore me 7, et le de nominateur est minore par 12 (
$+n
n ) car
Hg(I; $) 12 (
$+n
n ). Le re sultat se de duit directement de ces estimations.
4. DE MONSTRATION DES THE ORE MES 1, 2 ET 3
a. De monstration du the ore me 1.
Proposition 9. Soient n, d # N*, dn, cn=2n+4n !, x # Pn(C), H1,
2(4cn)n&d+1 des entiers, et $i=2i&12 pour i=0, ..., n. Supposons qu’il
existe un cycle Z de dimension d>max(0, n&3), irre ductible et re cursive-
ment de fini sur Q par n&d formes de degre s respectifs $1 , ..., $n&d et
satisfaisant
log Dist(x, Z)&(4cn)d&n } (h(Z) 2+d(Z)(H+log(2+1))) } 2d.
Alors, il existe un cycle Z$/Z de dimension d&1, irre ductible et re cursivement
de fini sur Q par n&d+1 formes de degre s $1 , ..., $n&d+1 et satisfaisant
d(Z$)2n&d2 } d(Z),
h(Z$)
cn
2
} (h(Z) 2+d(Z)(H+log(2+1))),
log Dist(x, Z$)&(4cn)d&n&1 } (h(Z$) 2+d(Z$)(H+log(2+1))) 2d&1.
De monstration. Notons p/Z[X0 , ..., Xn] l’ide al premier des formes
s’annulant identiquement sur Z. Si d=n alors Z=Pn , p=(0), si n2,
d=n&1 alors p est principal, et si n3, d=n&2 alors p est composante
d’une intersection comple te de deux formes de degre s $1 et $2 respective-
ment. De plus p & Z=(0), d(p)=d(Z), h(p)=h(Z) et on de duit du
the ore me 5 (avec r=n&d, D=(2r&1) 2&r+1) la minoration Hg(p; $)
d(p) 2&d(n&d )$dd ! pour tout $2n&d2. D’apre s les the ore mes 5 et 7, on
a les majorations
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Hg(p; $)d(Z) } \$+dd +
(1)
Ha(p; $)Hg(p; $) } \$ } h(Z)d(Z)+12 log(Hg(p; $)+1)&
:
|*|=$
log \$*+
2 \$+nn + + ,
pour tout $ # N*. Apre s avoir renormalise le produit scalaire ( } , } ) par
multiplication par > |*|=$ ( $*)=vol(E$ A$)
&2 on applique la proposition
1-ii de [2] au re seau V =$ & A$ . On majore l’indice de V
=
$ & A$ dans
V=$ & A$* , ou A$*=[ p # E$ ; (p, q) # Z, \q # A$], par
max
card 4=dim V$
=
4/[ |*|=$]
‘
* # 4
‘
*${* \
$
*$+ ‘|*|=$ \
$
*+
dim V$
=
.
Comme p$=V$ & A$ on a donc, en tenant compte de la renormalisation
du produit scalaire ope re e pour appliquer [2, proposition 1-ii],
vol(V =$ (V
=
$ & A$))
vol(V$ p$)
vol(E$ A$)
_[V =$ & A$*: V
=
$ & A$] } \ ‘
|*|=$ \
$
*++
&dim V$
=

vol(V$ p$)
vol(E$ A$)
,
ou les volumes dans la formule ci-dessus sont calcule s pour la me trique
induite par le produit scalaire ( } , } ) (non renormalise ). Et donc
vol(V =$ (V
=
$ & A$))exp \Ha(p; $)+Hg(p; $) }
:
|*|=$
log \$*+
2 \$+nn + + ,
car vol(E$A$)&1=> |*|=$ ( $*)
12. Posons L=Hg(p; $) et soient ’, = des
re els satisfaisant ’2, 0<=1, conside rons le corps convexe, syme trique
et compact,
S :={p # V =$ ; | p|’, }:* p*x
* }= } &x&$= .
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Si
vol(S)2L } vol(V =$ (V
=
$ & A$)) (2)
il existe, d’apre s le the ore me du corps convexe de Minkowski (cf. [4,
chap. 3.2.2, thm. 2, p. 71]), un point non nul dans S & (V =$ & A$).
Mais on ve rifie vol(S)(?(L&1)21(1+(L&1)2)) =(’&1)L&1, et donc la
condition (2) de coule de l’ine galite
=(’&1)L&1
2L } 1(1+(L&1)2)
? (L&1)2
} exp \Ha(p; $)+L }
:
|*|$
log \$*+
2 \$+nn + + .
D’apre s (1) et la formule de Stirling, le membre de droite de l’ine galite
ci-dessus est majore par (L+1)L } exp(L$ } (h(Z)d(Z))) et la condition (2)
est conse quence de
L&1
L
} log(’&1)+
1
L
} log =$
h(Z)
d(Z)
+log(L+1). (3)
Fixons maintenant $=2n&d2=$n&d+1 et
1
L
} log ==&(4cn)d&n d ! \h(Z)d(Z) } 2+H+log(2+1)+
L&1
L
} log(’&1)=
h(Z)
d(Z)
((4cn)d&n d ! 2+$)
+(4cn)d&n d !(H+log(2+1))+log(L+1).
La condition (3) est alors satisfaite et on est assure de l’existence d’une
forme p # V =$ & A$ non nulle satisfaisant
d%p=$=2n&d2=$n&d+1 ;
log | p|log ’
4((4cn)d&n d !+2n&d) 2
h(Z)
d(Z)
+4(4cn)d&n d!(H+log(2+1))+4n log(2+1)+4n2 log 2
2n+2n ! \2 h(Z)d(Z)+log(2+1)+H+;
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log \ | p(x)|&x&$ +log =
 &(4cn)d&n } (h(Z)2+d(Z)(H+log(2+1))) } 2d.
En effet, on a log ’(4(L&1)L) log(’&1)+log 2, log(L+1)n log($+1)
n log(2+1)+n(n&d ) log 2 et Ld(Z) 2dd !. Le cycle Z$=Z } Z( p),
tel que de fini dans [18-III, section 2.B], est e quidimensionnel de dimension
d&1 (car les cycles Z et Z( p) s’intersectent proprement: p  p) et satisfait,
d’apre s le the ore me de Be zout (cf. [18-III, proposition 4]),
d(Z$)d(Z) $2n&d } d(Z) 2
h(Z$)h(Z) } d%p+d(Z) } hZ( p)
h(Z) } d%p+d(Z) } log | p|
(2n+2n !+2n&d) h(Z) 2+2n+2n ! d(Z)(H+log(2+1))

cn
2
(h(Z) 2+d(Z)(H+log(2+1))). (4)
On a e galement d’apre s [11, corollaire 4.4],1
log Dist(x, Z$)max \log \ | p(x)|&x&$ + , log Dist(x, Z)+
+h(Z) } d%p+d(Z) } log | p|+3d } d(Z) } d%p log(n+1)
&(4cn)d&n (h(Z) 2+d(Z)(H+log(2+1))) 2d
+
cn
2
} (h(Z) 2+d(Z)(H+log(2+1)))
+d(Z) 22n+2 log(n+1)
&
1
2
(4cn)d&n (h(Z) 2+d(Z)(H+log(2+1))) 2d
&(4cn)d&n&1 (h(Z$) 2+d(Z$)(H+log(2+1))) 2d&1,
(5)
car d>0, 2(4cn)n&d+1. Ainsi Z$ satisfait les ine galite s souhaite es, on
de duit alors des proprie te s d’additivite des fonctions logarithme de la distance
a x, hauteur et degre , l’existence d’un cycle irre ducible, de fini sur Q, de dimen-
sion d&1, composante de Z$ et satisfaisant ces me^mes ine galite s. K
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1 Quitte a multiplier au final la constante cn par 13, on peut utiliser le corollaire 2.3 de [17]
a cet endroit.
De monstration du the ore me 1. On applique re cursivement la proposi-
tion 9 en partant de d=n, Zn=Pn qui en satisfait clairement l’hypothe se.
On obtient ainsi pour tout max(0; n&3)dn un cycle Zd de dimension
d, irre ductible et re cursivement de fini sur Q par des formes de degre s
2n&d&12 satisfaisant d(Zd)(cn2)n&d,
h(Zd)
cn
2
} (h(Zd+1) 2+d(Zd+1)(H+log(2+1)))
\cn2 +
n&d
} h(Pn) 2n&d+ :
n
i=d+1
cn&dn
2i&d
} 2n&i (H+log(2+1))
cn&dn 2
n&d&1 } \h(Pn)2n&d 2+(H+log(2+1))+
n log(n+1) cn&dn } (H+2) 2
n&d&1,
car h(Pn)=ni=1 
i
j=1 12 jn log(n+1), et enfin
log Dist(x, Zd)&(4cn)d&n } (h(Zd) 2+d(Zd)(H+log(2+1))) } 2d. K
Remarque. L’obstacle pour e tendre le the ore me 1 en codimension >3
re side dans le fait qu’en codimension 3 on ne peut plus assurer que le cycle
construit est composante d’une intersection comple te de formes de degre s
<<2 et appliquer le the ore me 5 pour minorer sa fonction de Hilbert
ge ome trique.
b. De monstrations des the ore mes 2 et 4
Proposition 10. Soient n # [1, 2], cn=2n+4n !, x # Pn(C) et H
n(16cn)n+1 log(2n&12+1), 2(4cn)2n+1 des entiers. Supposons qu’il existe
un cycle Z de dimension 0, irre ductible et re cursivement de fini sur Q par des
formes de degre s 2n&12 et satisfaisant
log Dist(x, Z)&(4cn)&n } (h(Z) 2+d(Z)(H+log(2+1))).
Alors, il existe : # Z satisfaisant
log Dist(x, :)&(4cn)&2(n+1)
2
} (h(:) 2+H) } [Q(:) : Q].
De monstration. Pour tout : # Z on a h(:)=h(Z)d(Z), [Q(:) : Q]=
d(Z) et supposons
min
: # Z
log Dist(x, :)> &C&n&1 } (h(Z) 2+d(Z)(H+log(2+1)))
ou C=(4cn)2n+1 (et cn=2n+4n !).
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Comme n2 le cycle Z est composante d’une intersection comple te de deux
formes de degre s 2n&12 et on a donc dans les notations du corollaire 6:
$i2n&12 pour 1in. Posons $ :=(n+1)([2C]+1), il re sulte de ce
me^me corollaire: L :=Hg(Z; $)d(Z)(4nC)n n !. On prend
1
L
} log ==&
cn+1n
C
} (h(Z) 2+d(Z)(H+log(2+1)))d(Z)
L&1
L
} log(’&1)=
h(Z)
d(Z) \
cn+1n
C
2+$+
+
cn+1n
C
(H+log(2+1))+log(L+1)
dans la construction de la preuve de la proposition 9. On ve rifie (3) et on
obtient ainsi une forme p  p de degre $, de norme
log | p|log ’
8cn+1n
C \
h(Z)
d(Z)
} 2+H+log(2+1)++4 log(d(Z)+1),
satisfaisant
log \ | p(x)|&x&$ +log =&
cn+1n
(4nC)n n !
(h(Z) 2+d(Z)(H+log(2+1)))
min
: # Z
log Dist(x, :).
Comme p  p le cycle Z$=Z } Z( p) est vide, on a donc h(Z$)=0, Dist(x, Z$)
=1. On de duit de [11], proposition 4.7,2
0log Dist(x, Z)+h(Z) h%p+d(Z) } log(2 | p| )
log Dist(x, Z)+
9cn+1n
C
} (h(Z) 2+d(Z)(H+log(2+1)))
+5d(Z) log(d(Z)+1)
log Dist(x, Z)+
14cn+1n
C
} (h(Z) 2+d(Z)(H+log(2+1))),
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2 Quitte a multiplier au final la constante cn par 26, on peut utiliser le proposition 2.5 de
[17] a cet endroit.
car log(d(Z)+1)n log(2n&12+1)H(16cn)n+1. Cette dernie re ine galite
est en contradiction avec l’hypothe se de la proposition concernant
log Dist(x, Z), car C=(4cn)2n+1. Ceci montre
min
: # Z
log Dist(x, :) &C&n&1 } (h(Z) 2+d(Z)(H+log(2+1)))
et le point : de Z le plus proche de x convient pour e tablir la proposi-
tion 10 car h(Z) $+d(Z)(H+log(2+1))2(h(:) 2+H) } [Q(:): Q]. K
De monstration du the ore me 2. Soient Hn(16cn)n+1 log(2n&12+1) et
2(4cn)2n+1, le the ore me 1 avec d=0 fournit alors un cycle Z de dimen-
sion ze ro, irre ductible et re cursivement de fini sur Q par des formes de
degre s 2n&12, satisfaisant
d(Z)(cn2)n
h(Z)n log(n+1) cnn(H+2) 2
n&1
log Dist(x, Z)&(4cn)&n (h(Z) 2+d(Z)(H+log(2+1))).
La proposition 10 permet alors de conclure a la premie re partie du the ore me.
Conside rons la suite
u(t) :=max(&log Dist(x, :) } t[Q(:) : Q] } (h(:) 2(t)+H(t))) (t # N)]
ou le maximum est prix sur : # Pn(Q ) satisfaisant
[Q(:) : Q] } (h(:) 2(t)+H(t))H(t) 2(t)n.
La premie re partie de la de monstration, applique e avec 2=2(t) et H=H(t),
montre que u(t) est minore uniforme ment par (4cn)&2(n+1)
2
.t. La fonction
u(t) tend donc vers l’infini avec t et on en de duit qu’il existe une infinite de
t tels que u(t)>u(t&1). Pour ces t posons :(t) le point de Pn(Q ) re alisant
le maximum de la de finition de u(t), on remarque qu’avec nos hypothe ses les
fonctions 2(t)t et H(t)t sont croissantes et on en de duit
H(t) 2(t)n[Q(:(t)) : Q] } (h(:(t)) 2(t)+H(t))>H(t&1) 2(t&1)n,
car sinon :(t) re aliserait une valeur supe rieure a u(t) et donc >u(t&1) dans
le maximum de finissant u(t&1) ce qui est absurde. Enfin, la minoration de
u(t) entra@^ne
log Dist(x, :(t))&(4cn)&2(n+1)
2
} [Q(:(t)) : Q] } (h(:(t)) 2(t)+H(t)). K
De monstration du the ore me 4. On applique la proposition 9 a Z=Z(P)
avec n=2, d=1, 2=[b2d%P2] et H=[b2d%P log(bd%P)]. On a d(Z)=
d%P, h(Z)log L(P)+d%P (voir [18-III, section 2]) et
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log Dist(x, Z)log \ |P(x)|&x&d%P+
&b4(log L(P)+d%P log(bd%P))(d%P)2
&(h(Z) 2+d(Z)(H+log(2+1))) 2.
Et on de duit de la proposition 9 l’existence d’un cycle Z$/Z de dimension
0, irre ductible et re cursivement de fini sur Q par deux formes de degre s 2
et 22 respectivement, satisfaisant d(Z$)2d(Z) 2(bd%P)2 et
log Dist(x, Z$)&2&18(h(Z$) 2+d(Z$)(H+log(2+1))).
La proposition 10 montre alors qu’il existe : # Z$/Z satisfaisant
[Q(:) : Q]=d(Z$), h(:)=h(Z$)d(Z$) et
log Dist(x, :)&2&162 } (h(:) 2+H) } [Q(:): Q]
&2&163 } (h(:)+2 log(bd%P)) } [Q(:): Q] } b2d%P
&2&163b } (h(:)+log([Q(:): Q])) } [Q(:): Q]32. K
Montrons maintenant la proposition suivante qui corrige le lemme 1.8 de
[8, p. 180]. Rappelons que nous avons pose t(P) :=log L(P)+d%P pour
P # Z[X0 , X1 , X2] et t(:) :=(h(:)+1)[Q(:) : Q] pour : # P2(Q ).
Proposition 11. Soit x # P2(C) et b>0, +3 des re els, si une forme
P # Z[X0 , X1 , X2] satisfait t(P)(236b)1(+&1) et
log \ |P(x)|&x&d%P+&b } t(P)+
alors il existe : # P2(Q ) tel que P(:)=0 et
log Dist(x, :)&2&172 } b1(++1) } t(:)2+(++1).
De monstration. On applique la proposition 9 a Z=Z(P) avec n=2,
d=1, 2=H=[b12 } t(P) (+&1)2]+1. On a d(Z)=d%P2, h(Z)(P) et,
en posant t(Z) :=h(Z)+d(Z),
log Dist(x, Z)log \ |P(x)|&x&d%P+&b } t(P)+&
1
8
} t(Z) 22.
Et on de duit de la proposition 9 l’existence d’un cycle Z$/Z de dimension
0, irre ductible et re cursivement de fini sur Q par deux formes de degre s 2
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et 22 respectivement, satisfaisant t(Z$)28 } t(Z) 2210 } b12 } t(P) (++1)2
et
log Dist(x, Z$)&2&18 } t(Z$) 2.
La proposition 10 montre alors qu’il existe : # Z$/Z satisfaisant t(:)=t(Z$)
et
log Dist(x, :)&2&162 } t(:) 2
&2&162 } t(:) } b12 } t(P) (+&1)2
&2&162&10((+&1)(++1)) } b(1&((+&1)(++1)))2
_t(:)1+((+&1)(++1)). K
c. De monstration du the ore me 3
Soit p l’ide al de de finition de V dans A=Q[X0 , ..., Xn], quitte a faire
une transformation line aire inversible a coefficients entiers d(V) on peut
supposer que Ap est une extension entie re de Q[X0 , ..., Xk]. Ainsi on a un
morphisme fini ?: V  Pk , pour 2 et H comme dans le the ore me 3 on
applique le the ore me 1 qui fournit un cycle Z1 de Pk , de dimension 0
satisfaisant
d(Z1)(ck 2)k
h(Z1)n log(n+1) ckk(H+2) 2
k&1 (6)
log Dist(?(x), Z1)&(4ck)&k&1 } (h(Z1) 2+d(Z1)(H+log(2+1)))
Le morphisme ? e tant une projection line aire standard et ?&1(Z1) e tant
une union de varie te s line aires on ve rifie d(?&1(Z1))=d(Z1), h(?&1(Z1))=
h(Z1)+d(Z1) ki=1 
i
j=1 12 j et Dist(x, ?
&1(Z1))Dist(?(x), Z1). Posons
Z :=V & ?&1(Z1), on a dim Z=0 et comme H2 } (h(V)d(V)+
3n log(n+1)), on de duit du the ore me 3 de [18-III] et de (6):
d(Z)d(V) } d(?&1(Z1))d(V) } (ck2)k,
h(Z)h(V) } d(?&1(Z1))+d(V) } h(?&1(Z1))+c$k d(V) } d(?&1(Z1))
5n log(n+2) ckkd(V) } H2
k&1,
ou c$k :=(n2) log 2+ki=0 
n&k
j=0 12(i+ j+1)n log(n+2). On utilise
alors le lemme 12 ci-dessous, on a
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h(Z)+d(Z) } (n+1) log(n+1)h(Z1) } d(V)
+d(Z1) } (h(V)+d(V) } 3n log(n+2))
22(4ck)k&1 } d(V)
H2(4ck)k&1 (h(V)+d(V) } 3n log(n+2)),
et on en de duit
log Dist(x, Z)&
1
2(4ck)k+1
} (h(Z1) 2+d(Z1) H)
&
1
4(4ck)k+1
}
h(Z) 2+d(Z) H
d(V)
,
car
d(Z) H
d(V)
d(Z1) H
h(Z) 2
d(V)
h(Z1) 2+d(Z1) 2 }
h(V)
d(V)
+d(Z1) 2 } n log(n+2)
h(Z1) 2+d(Z1) H. K
Lemme 12. Avec les notations ci-dessus on a:
log Dist(x, Z)log Dist(x, Z1)+h(Z)+d(Z) } (n+1) log(n+1).
De monstration. Conside rons le joint V>Z1 de V et Z1 dans P2n+1 .
L’intersection de V et Z1 e tant propre, une forme de Chow du cycle Z
s’obtient en spe cialisant n+1 groupes de variables, dans une forme de
Chow de V>Z1 , en les coefficients de formes ge ne rales: ni=0 v i (Xi&Yi).
Comme ces formes s’annulent en (x : x) # P2n+1 on en de duit
log Dist(x, Z)log Dist((x : x), V>Z1)+h(Z)+h(Z) } (n+1) log(n+1).
Enfin, comme x # V on ve rifie Dist((x: x), V>Z1)Dist(x, Z1). K
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